Mýtus nekonečna?
Věcí všech měrou je člověk, jsoucích, že jsou, nejsoucích, že nejsou.


Protágorás z Abdér (4. stol. př. n. l.)

Vše, co si představujeme, je konečné. ... 
Pravíme-li, že je něco nekonečné, chceme tím jen naznačit, že nejsme s to pomyslit si toho konec ...Nemáme ponětí o té věci, nýbrž jen o své nedostatečnosti. 
... 


Užíváme-li slova Bůh, není to proto, že bychom se snažili představit si jej − neboť Bůh je 
nepochopitelný a jeho velikost a moc je nepředstavitelná − ale proto, abychom se mu klaněli.

Thomas Hobbes (Leviathan 1651)

Šestý leden 1918, neurologická klinika v Halle nad Sálou. Lékař bezradně stojí nad tělem Georga Cantora. Muže, který změnil svět matematiky, muže který věřil, že je Božím prorokem, zvěstovatelem pravdy o nekonečnu. Muže, který doufal, že přes uchopení nekonečna se k Bohu dopracuje. Matematik dlouho odmítaný krátkozrakými kolegy strachujícími se ze „smrtelné nákazy nekonečna“. 

Hrubá síla nekonečna

Nekonečno můžeme chápat různě. V užším smyslu jde o kvantitativní určení týkající se množství nebo míry (velikosti, rozsahu) něčeho fyzického či ideálního. Podle některých se týká i Boha. Já se tu omezím na nekonečno týkající se množství. 
Vlastnosti nekonečna bezesporu fascinují. Budu je ilustrovat na dvou příkladech. V prvém jsem se inspiroval povídkou Babylonská knihovna argentinského spisovatele Jorge Borgese, druhý případ pak parafrázuje vyprávění slavného německého matematika Davida Hilberta.

Babylonská knihovna

Každá kniha je než variace (variace s opakováním) několika mála typů znaků – písmenek, číslic, interpunkčních znamének a mezer. Borgesova fantazie stvořila obraz nekonečné knihovny s nekonečným počtem knih. Ty jsou tvořeny právě všemi možnými variacemi znaků jisté konečné délky. A tak mezi těmito svazky najdeme všechny knihy, co kdy byly i nebyly napsány, popis celé historie lidstva od počátku do konce i množství popisů falešných, reportáž z vlastního pohřbu, recepty na všechny pokrmy i na léky proti všem neduhům, pravé a zejména falešné atd. To všechno ve všech jazycích, kterými se kdy mluvilo, nemluvilo, mluvit bude i nikdy mluvit nebude. A to vše navíc nekonečněkrát. Samozřejmě naprostá většina knih budou jen nesmyslné řady symbolů. Nelze už vymyslet nic nového, vše je v této knihovně už někde napsáno. Všimněme si ale, že ve skutečnosti by stačil i konečný, byť nesmírně veliký počet knih. (Tedy nekonečno „přirozené“, jak jej označuje Petr Vopěnka.
) Ona by stačila i kniha jedna, kdyby byla dost tlustá.

Grandhotel Nekonečno
Svérázné vlastnosti nekonečného počtu bývají s oblibou ilustrovány na příkladu pomyslného hotelu Nekonečno. Německý matematik David Hilbert, jím zpestřoval své přednášky. Parafrázovali jej poté mnozí, jmenujme třeba George Gamowa, Stanislawa Lema, N. J. Vilenkina či Petra Vopěnku. A John Barrow sepsal na toto téma dokonce divadelní hru. Parafrázovat si ho nyní dovolím i já. 

Jedná se o jakousi fantastickou hru. Fyzikové by jí nazvali „myšlenkový pokus“. Představme si tedy, že máme kouzelný hotel, který obsahuje nekonečný počet pokojů. To mu propůjčuje řadu podivuhodných vlastností: 

1. Můžeme se v něm ubytovat, přestože je plný. Stačí, aby se všichni hosté přestěhovali do pokoje s číslem o jednotku vyšším, a první pokoj se tím uvolní. (Co to tedy znamená „být plný“ v případě Hilbertova hotelu?)
2. Do hotelu se můžeme přistěhovat i s přáteli, kterých může být i nekonečně mnoho. Hotel je sice opět „plný“, recepční ale přestěhuje všechny hosty do pokojů s dvojnásobným číslem. (Host z pokoje č. 1 se přestěhuje do pokoje číslo 2, host z dvojky do čtyřky atd.) Liché pokoje se uvolní a lichých čísel je, jak známo, nekonečně. 

3. Majitel hotelu má nekonečně vysoké příjmy, má ale i nekonečné výdaje a daně. Zbude mu něco? Zde je situace zajímavější, záleží totiž na tom, jak se to počítá. Pokud by se zisk počítal jako příjmy minus výdaje, vyšlo by ∞ - ∞, což matematika neumí (není to definované). Pokud by se však daně počítaly procentem ze zisku, obě strany dostanou po nekonečnu a ani nezáleží, kolikaprocentní ta daň je. (Škoda, že s konečnými zisky to tak nefunguje.) Poučné na tomto případě je, že některé zádrhely lze při počítání s nekonečnem obejít.

4. Další vlastnost je snad nejzajímavější. Nenapoví ji zdravý selský rozum a teprve v druhé půli devatenáctého století na ni přišel rozum už zmíněného Georga Cantora. Tak tedy: Majitel hotelu požádá ředitele, aby vypracoval seznam všech možných způsobů, jak hotel obsadit. Potřebuje tedy seznam kombinací plných a prázdných pokojů. Avšak tuto úlohu splnit nelze, ani kdyby požadovaný seznam byl nekonečný. 

Z historie nekonečna

Pojem nekonečna má dlouhou historii. Ze starého Egypta se nám zachovalo jméno, četná vyobrazení i amulety zobrazující boha Heha. Na starost měl nekonečno, pod jeho působnost spadal nekončící prostor (někdy ztotožňovaný se vzduchem) a také nekonečný čas. Heh byl též dárcem nesmrtelnosti a později převzal i funkci boha větru. Někdy splýval s bohem vzduchu Šuem, jindy byl pokládán za jeho syna. Sedící panáček s rozpraženýma rukama, stylizovaná postavička boha Heha, sloužila jako hieroglyfický znak nekonečna i miliónu – původně milión mohl s nekonečnem splývat, byl „přirozeným nekonečnem“.
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Hieroglyfický znak pro nekonečno a milion – stylizovaná postava Heha

APEIRON
Řekové používali pro nekonečno výrazu APEIRON. Homér jím popisuje nekonečné pláně i širé moře, vyskytuje se i v básních Hésiodových. A- značí negaci, PERAS mez. Dá se překládat i jako neohraničenost, neomezenost. A aby to nebylo až tak jednoduché APEIRON značil i chaos, síť, kruh, prsten a bůhví co ještě. Výraz přežil do dneška, vyslovuje se „ápiro“ a značí i nekonečno v matematickém smyslu.

Anaximandros z Mílétu
Řecký filosof Anaximandros (asi 610 až 546 př. n. l.) si zvolil APEIRON za základ všeho (tzv. ARCHÉ, výstižný český překlad je „prazdroj“, po pražsky „staropramen“). Nekonečno tak stojí už u zrodu řecké filosofie. Z APEIRA se vydělují protiklady, které dávají vznik věcem našeho světa. Časem se vše zase v APEIRU rozplyne a tak nic, kromě APEIRA samého, netrvá věčně. V tom viděl Anaximandros působení jakési univerzální spravedlnosti, která řídí svět lidí, zvířat i věcí. Jak si však Anaximandros APEIRON konkrétně představoval, nebylo jasné už ani Aristotelovi, který žil o dvě století později. 

Pýthágorejci

Pýthágorás (asi 570-510 př. n. l.), jeho žáci a následovníci osvobodili matematiku ze služebného postavení v obchodu, stavebnictví a řemeslech. Přestěhovali ji do ideálního světa, kde platí přesně a učinili z ní tak samostatnou disciplínu. Vše se pokoušeli redukovat na počty a vymezující meze. APEIRON – nekonečno brali už v čistě matematickém smyslu. Jeho existenci ale popírali – je totiž nepochopitelné a nic nevymezuje. 

Aristotelés

Aristotelés (384-322 př. n. l.) byl filosof neobyčejně všestranný a kriticky smýšlející. Jeho učení se dotklo i pojímání nekonečna. Polemizoval s Anaximandrovými názory a prosazoval, že APEIRON nemůže být prazdrojem, z kterého vše povstává. APEIRON nemůže existovat samostatně, pokud by existovalo, muselo by být počtem nebo mírou něčeho samostatně existujícího, smysly vnímatelného, nějaké substance. 

Nekonečno aktuální a potenciální

Ve své Metafyzice Aristotelés rozdělil nekonečno na dva základní typy: aktuální, jsoucí teď ve skutečnosti, a potenciální, jsoucí v možnosti. Předtím už zavedl pojmy aktualita (ENTELECHEIA) a potencialita (DYNAMIS), které vystihují, jak věci jsou, jejich „ontologický status“. Ilustroval je na příkladu mramoru či bronzu. Tyto materiály jsou ve své potencialitě čili možnosti sochou. Stačí jen odtesat nadbytečný kámen, odlít kov do patřičné formy. Možnosti se tak naplní, aktualizují. Ve své Fyzice pak píše, že by i APEIRON šlo principiálně chápat jako něco vyjadřující počet jednotek, nebo velikost, tedy podobně jako konečné číslo. To by odpovídalo koncepci nekonečna aktuálního. Avšak v přírodě se s takovýmto nekonečnem nesetkáme a nepotřebujeme ho prý ani v matematice. Proto aktuální nekonečno odmítl. Zbývá tak pouze nekonečno potenciální (DYNAMIKOI). Naráží tu však na zásadní nesrovnalost – analogie se sochou totiž selhává. Na rozdíl od „aktuální sochy“ potenciální nekonečno se „přetvořit“ nemůže − aktuální nekonečno totiž neexistuje! Sám Aristotelés si tedy uvědomoval, že použití pojmu „potencialita“ na nekonečno je problematické:

Ale potencialita se nesmí pojímat v tom smyslu, že je-li například kov potenciální sochou, takže bude jednou sochou, tak také potenciální nekonečno bude jednou nekonečnem aktuálním. 

Aristotelés, Fyzika 3.7.15
Potenciální nekonečno neznamená něco, čeho lze dosáhnout, ba ani něco, k čemu se můžeme blížit. „Blížení se k nekonečnu“ je jen vzdalování se od určitých konečných mezí, hranic, čísel. Potenciální nekonečno je pouze negací konečna. Není vymezeno pozitivně, není „něčím“, co mohu mít v nějakém smyslu „před sebou“, není to předmět, který by byl „předmeten“. Je to jen označení principiální nedokončitelnosti. 

Z dnešního hlediska se může zdát podivné, že za potenciálně nekonečný považuje Aristotelés i počet bodů na úsečce (či přímce). Úsečka se tedy „neskládá“ z aktuálního nekonečna bodů, ani se na nekonečno bodů nedá rozložit. Body si však můžeme na úsečku bez omezení umisťovat, definovat je, třeba tím, že ji stále půlíme. Vždy ale budeme jen u konečného počtu bodů. Stejně jako můžeme neustále načítat přirozená čísla. Z jiného pohledu Aristotelovo stanovisko vlastně definuje, co v případě bodů úsečky znamená jejich „existence“. (K tomuto momentu se vrátíme v souvislosti s Cantorovým diagonálním důkazem.) Přes svou problematičnost se koncepce dvojího typu nekonečna ujala. 

Sv. Augustin a aktuální nekonečno

Od dob pýthagorejců se matematika pohybovala v ideálním světě, kde (na rozdíl od světa pozemského) platilo vše přesně. Nicméně matematické pojmy zůstávaly stále idealizovanými předměty světa vezdejšího. Augustin (354–430 n. l.) však zavedl do matematiky prvek světa božského – Boží vševědoucnost. Tím připustil i možnost existence aktuálního nekonečna:
I buď daleka od nás všeliká pochybnost, že by Bohu všechny počty neměly známy býti ... ... i kdož jsme my nebožátka, jenžto opovažujeme se meze klásti vševědoucnosti jeho ...

Bohu musí být známy všechny počty, o nichž víme jistotně, že jim konce není... Ti, kdo o této Boží schopnosti pochybují, se řítí do nejhlubší propasti bezbožnosti!

sv. Augustin, O obci Boží (překlad F. L. Čelakovský)

Matematizoval se tedy nejen svět pozemský, ale i Bůh. Bůh, nebo jen lidská představa Boha? 

Galileovy rozpaky

Na problém nekonečna narazil i Galileo Galilei (1564–1642). Zmiňuje se o něm ve své poslední knize Matematické rozpravy a pokusy týkající se dvou nových věd (Discorsi e dimonstrazioni matematiche, intorno a duenuove scienze, Holandsko 1638). Otevřel otázku, zda je více přirozených čísel, nebo jejich druhých mocnin. Máme-li číselnou posloupnost : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, …, tak jen některé z jejich členů jsou druhé mocniny (1, 4, 9,…), zbylé (2, 3, 5, …) jimi nejsou. Druhých mocnin by tedy mělo být méně než celých čísel. (Zastoupení druhých mocnin navíc postupně ubývá.) Na druhé straně každému číslu přísluší jeho druhá mocnina, takže by jich mělo být stejně. Dostáváme se tak ke sporu, kterému říkáme Galileův paradox. Galileo nakonec dospěl k závěru, že přívlastky „větší“, „menší“ a „stejně veliký“ nejsou na nekonečné počty použitelné. Nekonečné počty jsou nepočitatelné a neporovnatelné. Přirozených čísel není ani stejně, ani více než jejich čtverců.
Paradox nebo spor?

Přestože se Galileův paradox nazývá paradoxem, pouhým paradoxem, tj. „divnou věcí“, není. Jde o spor dvou samozřejmých tvrzení: 1. pokud lze prvky dvou souborů k sobě jednoznačně přiřadit, musí jich být stejně a 2. část musí být menší než celek. Obě tato tvrzení formuloval už Eukleidés a bral je za axiomy. Pro nekonečné počty nemohou oba axiomy platit, jednoho se musíme vzdát. Většina matematiků oželela předpoklad, že část je menší než celek. Za této okolnosti je stejně čísel celých, lichých, druhých mocnin a dokonce i prvočísel (jak už ukázal Eukleidés). Avšak i Galileova úvaha, že lichých čísel je méně než celých a druhých mocnin ještě méně, má za jistých předpokladů dobrý smysl. Zakládá jakousi jemnější klasifikaci nekonečen, kterou dnes zachycuje koncepce „asymptotické hustoty“ („numerosity“). Velikost nekonečna se v ní určuje dosti intuitivně podle poměru „průměrné hustoty číselné množiny“ k množině všech přirozených čísel, o které předpokládáme (definujeme), že má hustotu 1. Tedy lichá a sudá čísla mají hustotu 0,5, násobky deseti 0,1 atd. Všechny konečné množiny mají asymptotickou hustotu 0. Avšak některé nekonečné množiny mají také hustotu 0 (množiny, které „rychle řídnou“, například množina všech prvočísel) a některé vůbec asymptotickou hustotu definovanou nemají. Avšak ani zde princip, že část je menší celku, neplatí vždy. Například v situaci, že množiny se liší jen v konečném počtu prvků, je jejich asymptotická hustota stejná. (Konečný počet při zprůměrování přes nekonečno nehraje roli.) 

Už na tomto příkladu vidíme, že neexistuje žádná na nás nezávislá „velikost nekonečna“. Vše závisí na úhlu pohledu, na našich předpokladech, axiomech, na naší „míře“. Vždyť, „věcí všech měrou je člověk“.

Roderico de Arriaga a nekonečno

Krátce po Bílé hoře se vrátili na pražskou Klementinskou univerzitní kolej jezuité. Nastává doba „jiráskovského temna“. Avšak ona temnota měla i světlá místa a v řadách jezuitů se k nám dostalo mnoho osvícených osobností. Patřil mezi ně i Španěl Roderico de Arriaga (1592–1667). Ač jezuita, stavěl se kriticky k učení Tomáše Akvinského, za neprůkazné považoval dokonce čtyři z jeho pěti důkazů Boží existence. Blízké mu byly naopak názory „kacíře“ Galilea. Arriagovy intelektuální zájmy se dotkly i problematiky nekonečna. Vyvrací námitky proti aktuálnímu nekonečnu, včetně námitek Aristotelových. Na rozdíl od Aristotela (a v souladu s Augustinem) chápe Arriaga nekonečno jako aktuální. Je si však vědom, že lidské chápání na nekonečno nestačí, odvolává se proto na osvědčeného ručitele vezdejších pravd, na Pánaboha. Uznáním existence aktuálního nekonečna vyvstala řada problémů, kterým se Aristotelés a jeho následovatelé vyhnuli. Jejich řešením se však otevřela cesta k matematickému uchopení nekonečna. Arriagovy úvahy o nekonečnu byly bezesporu inspirativní, nebyly však dopracovány do konsistentní teorie. Matematika se vydala jinou cestou. Na Arriagovy úvahy navazují (spíše nevědomě) až alternativní přístupy k množinám, ke kontinuu a nekonečnu, které vznikají v druhé půli dvacátého století, jmenujme především práce Petra Vopěnky.
Nekonečno a množiny

Bolzano

Novodobá matematika se pokouší zdolat nekonečno prostřednictvím teorie množin. Praotcem této teorie se stal pražský filosof, matematik, logik a pokrokový kněz Bernard Bolzano (1781-1848). Pojem množiny (Menge) zavedl ve svém Vědosloví (1837) a rozvinul ho pak hlavně ve své poslední knize Paradoxy nekonečna. Množinu chápal jako souhrn libovolných (aktuálně jsoucích) objektů. 
To, že posloupnost (přirozených) čísel u žádného čísla nekončí, bylo jasné vždy. Filosofové však stále brali vážně Aristotelovu námitku, že takovéto „načítané“ nekonečno je pouze potenciální. Je tedy neaktualizovatelné. Bolzano se pokusil tuto námitku vyvrátit a jal se hledat (spíše konstruovat) nekonečno aktuální, takové, které by bylo možné shrnout celé najednou do množiny. Takovéto nekonečno nenajdeme v přírodě (i kdyby tam snad existovalo). Zbývá nám ona ideální matematická říše. Lze tedy o aktuálním nekonečnu v rámci matematiky uvažovat? Existují nekonečné množiny? To jsou zásadní otázky teorie množin. Bolzano se přiklonil k odpovědi kladné, svůj názor pak zdůvodnil způsobem hodným spíše theologa. Uvažoval: Existuje alespoň jedna pravda, tou je tvrzení, že existuje pravdivá věta. A tvrzení, že je pravda, že existuje pravdivá věta, je zajisté také pravdivé. Na základě matematické indukce lze takto pokračovat do nekonečna. Takže existuje nekonečně mnoho pravd, mohli bychom je očíslovat přirozenými čísly. Avšak Bolzano odstranil pochybnost, že tyto pravdy jsou jen v naší mysli tím, že je přestěhoval do mysli Boží. Navázal tak na svatého Augustina, ručitelem aktuální nekonečnosti se stává opět Bůh. To, co je z hlediska smrtelníků jen potenciální, postupně dosahované nekonečno, může Vševědoucí nahlédnout celé najednou jako nekonečno aktuální: „Bůh obsáhne nekonečné množství pravd, neboť je obsáhne vůbec všechny.“ A jelikož lze tyto jednotlivé pravdy po řadě očíslovat přirozenými čísly, i množina přirozených čísel musí být aktuálně nekonečná.

Tento „theoplatónský důkaz“
 existence aktuálního nekonečna býval oblíbený a je v podstatě jediný možný. Podobně dokazoval nekonečno ještě v roce 1887 německý matematik Dedekind. Argumentace je zajímavá i z hlediska Bolzanova přístupu k náboženství. Mladý Bolzano byl skeptik a o zjevených náboženských pravdách pochyboval. K náboženství se nakonec přiklonil z pohnutek pragmaticko-etických. Víra v Boha totiž přináší lidstvu dobro a on chce tomuto dobru napomáhat. Ve zralém věku se však k Bohu obrátil i na poli matematiky. Vyrostl snad ze svých pochyb? Nebo snad považoval Boha za jakýsi „pomocný pojem“ umožňující i rozvoj matematiky, „matematické dobro“? 

Pro Bolzana se však všechny nekonečné počty navzájem nerovnají. Nekonečno příslušející bodům úsečky je menší než nekonečno příslušející bodům delší úsečky a to zase menší než odpovídající polopřímce a to je zase menší, než nekonečno odpovídající počtu bodů celé přímky atd. Část musí být vždy menší než celek. Bolzano si však uvědomuje spor tohoto principu s principem, že pokud existuje mezi množinami vzájemně jednoznačné zobrazení − bijekce (každému prvku množiny A přísluší jeden prvek množiny B a naopak), pak jsou si tyto množiny početně rovny. Bolzano dal přednost principu prvnímu a neplatnost druhého měl za jeden ze základních paradoxů nekonečna. 
Osud nedopřál Bolzanovi většího uznání ani přímého pokračovatele. Jeho dílo upadalo v zapomnění. Až čtvrt století po Bolzanově smrti se otázkami nekonečna začal zabývat Georg Cantor. Na podzim 1882 našel v antikvariátě Bolzanovu knížku o paradoxech nekonečna. Ihned pochopil, že jde o pozoruhodné dílo, i když v ní prý „chybí to hlavní, co by tam mělo být.“ Na doplnění „tohoto hlavního“ se poté soustředil.

Georg Cantor – zvěstovatel teorie množin

Osobností, která zásadně změnila pohled na nekonečno a na svět matematiky se stal německý matematik Georg Cantor (1845–1918). Usoudil, že paradoxy s nekonečnem spojené nejsou nic „nepěkného“. Naopak, jsou tím, co vytváří svéráz nekonečna, tím, co odlišuje nekonečné množiny od konečných. Musejí se proto stát východiskem dalšího bádání. Stejně jako Bolzano, i on chápal nekonečné množiny jako aktuálně jsoucí. Za hlavní „nástroj“ studia množin zvolil bijekci, tj. vzájemně jednoznačné zobrazení mezi množinami. Na rozdíl od Bolzana Cantor definoval, že ty množiny, které lze navzájem jednoznačně zobrazit, jsou si co do počtu prvků rovny (jsou ekvivalentní, mají stejnou „mohutnost“ čili „kardinalitu“). 
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2 Jedna z možností, jak lze zobrazit úsečku na nekonečnou přímku. Vše funguje samozřejmě i obráceně, přímku lze promítnout na úsečku.

Libovolné dvě úsečky lze na sebe promítnout (tj. zobrazit tak, že každému bodu jedné úsečky je přiřazen bod druhé a naopak) a úsečky lze zase promítnout na přímku, jak to vidíme názorně z obrázku. Proto má stejné množství bodů jakákoli úsečka a dokonce i nekonečná přímka. Platí to i v dvourozměrném a třírozměrném případě: stejně bodů je na jakkoli velikém čtverci i v celé rovině, stejně bodů je v jakémkoli tělese i v celém třírozměrném prostoru. Abychom tato tvrzení dokázali, stačí najít vzájemně jednoznačná zobrazení mezi těmito útvary. Nebylo snadné přijmout „fakt“, že na všech úsečkách je stejně bodů, ať jsou jakkoli dlouhé a dokonce stejně bodů je i na nekonečné přímce. Zde je opět vidět, že ona „faktualita“ není nic shůry daného, že závisí na přijatých axiomech, tj. lidských měřítcích. Cantor formuloval i další tezi, které se Galilei i Bolzano zalekli: sudých čísel je stejně jako všech přirozených čísel. Každému přirozenému číslu je totiž jednoznačně přiřazen jeho dvojnásobek, který je sudým číslem. Stejně je i druhých mocnin − každému číslu lze přiřadit jeho druhou mocninu a tak existuje vzájemně jednoznačné zobrazení mezi množinou všech přirozených čísel a množinou jejich druhých mocnin. 

Cantor si dále položil otázku, zda je víc čísel racionálních
 než přirozených, tj. zda je možné vzájemně jednoznačně zobrazit množiny racionálních a přirozených čísel. Na první pohled by mělo být racionálních čísel mnohem víc. Zde přistupuje i závažnější argument: žádná očividná geometrická projekce mezi množinou přirozených a množinou racionálních čísel není známa. Cantor přesto došel k závěru, že racionálních čísel je stejně jako přirozených. Musil se nejprve vzdát nápadu řadit racionální čísla podle velikosti. 
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Cantorův důkaz ekvivalence množin čísel přirozených a racionálních (zlomky v kroužku reprezentují stejnou velikost, nejsou totiž kráceny)

Na vodorovnou osu tabulky se zapisují zlomky (tedy racionální čísla) podle vzrůstajícího jmenovatele, na svislou podle vzrůstajícího čitatele. Je zřejmé, že tato tabulka je nekonečná a obsahuje všechna racionální čísla (i vícekrát, zlomky nejsou kráceny). Nyní Cantor seřadil racionální čísla (zlomky) tak, že je vybíral po úhlopříčkách, jak je ukázáno na obrázku. Tím způsobem je přiřadil přirozeným číslům a dokázal, že je jich stejně jako přirozených čísel. 

Existují různě veliká nekonečna?

Cantor si poté položil otázku, zda jsou všechna nekonečna ekvivalentní, tj. stejně veliká (mohutná). Pustil se tedy do problému, který považovali Galileo či Descartes za neřešitelný či rovnou nesmyslný. Začal zkoumat, zda je stejně racionálních čísel jako čísel reálných.
 A v roce 1874 dokázal, že tomu tak není. Racionálních čísel je méně. V tomto případě i v rámci Cantorovy teorie platí, že část je menší než celek. Efektnější důkaz pak zformuloval roku 1891, jde o slavný diagonální důkaz. Je to důkaz sporem. Předpokládal zprvu, že reálných čísel je stejně jako přirozených. V takovém případě by šla všechna reálná čísla (vyjádřená v desetinném rozvoji) zapsat pod sebe jedno po druhém. Tím by vznikla tabulka cifer, která by byla nekonečná do šířky i do délky (viz obrázek). Nyní uvažoval číslo, jehož dekadický zápis by se lišil v první cifře od první cifry prvního čísla tabulky, v druhé cifře od druhé číslice druhého čísla, ve třetí cifře od třetí cifry třetího čísla atd. Je zřejmé, že takovéto číslo nemůže být v tabulce obsaženo. (Takovýchto chybějících čísel je samozřejmě nekonečně mnoho.) Tabulka tedy nemůže obsahovat všechna reálná čísla, reálná čísla se tedy nedají napsat jedno za druhým a nejdou proto počítat. Musí jich být více, než čísel přirozených a tedy i než čísel racionálních.
0,125439541…
0,549967366…
0,771254936…
0,976431258…
0,245175698…
0,015473694…
0,300054887…
0,987012110…
0,345678211…
……………….

-------------------

0,141473811…
0,258749324…
Začátek hypotetické tabulky všech reálných čísel. Číslo v posledním řádku se v každé cifře liší od čísla v řádku předposledním, které představuje „diagonální číslo“. Proto evidentně v tabulce být nemůže, liší se totiž od všech čísel v tabulce (od n-tého přinejmenším v n-té číslici). Tabulka proto neobsahuje čísla všechna. 
Nekonečno, které odpovídá množství (mohutnosti) množiny všech přirozených čísel, dostalo název „spočetné“. Větší nekonečna jsou pak „nespočetná“. Nekonečnu vyjadřujícímu mohutnost množiny všech reálných čísel se říká nekonečno mohutnosti kontinua, protože matematici předpokládají, že reálná čísla vytváří kontinuum − číselnou osu. Cantor ho označil „C“. 

Označení „spočetný“ nelze brát doslovně. Stejně jako všechna přirozená čísla, nejde spočítat ani jiné spočetné nekonečno. Konečně, spočítat se nedá ani příliš veliké konečno. Dá se ale počítat − a o to tu běží. Výstižnější by byl název „počitatelné nekonečno“ (čemuž vyhovuje i anglický termín „countable“, nebo „denumerable“ − očíslovatelné).

Cantorův důkaz nespočetnosti množiny všech reálných čísel představoval milník ve vývoji matematiky. Matematikové si proto dlouho neuvědomovali, že nejde o nějakou svatou pravdu, natož přírodní fakt, ale o fakt relativní, stojící na jistých předpokladech, na „lidské míře“. V prvé řadě vychází z předpokladu, že existují libovolná, či chcete-li náhodná čísla, tj. čísla, jejichž desetinný rozvoj nelze žádným pravidlem popsat. Jejich existence sice nevede ke sporu, dokázat se však nedá. Má charakter axiomu. Má však smysl tento axiom zavádět? Co by to bylo za čísla? Pozitivně je definovat neumíme: náhoda a „libá vůle“ jsou metafory z vezdejšího světa a z hlediska matematiky nic nedefinují. Má-li matematik určit číslo, pak jej zadá buď desetinným zápisem, což lze učinit jen s konečnou přesností, nebo implicitně nějakým matematickým výrazem, tj. vzorcem, nebo jako řešení nějaké rovnice apod. Těchto matematických výrazů je nekonečně, lze je však řadit za sebou podle nějakého kritéria (třeba podle abecedy), takže je jich jen nekonečno spočetné. Za „náhodná“, „libovolná“ čísla se pak považují ta, která takto vystihnout nelze. Právě těch musí být ono nespočetné nekonečno. Máme však připsat těmto číslům existenci? Vždyť nic „rozumného“ nevyjadřují, jsou jenom takovou omáčkou, inertním „zahušťovadlem“ jasně definovatelných čísel. Cantor (a později třeba Dedekind, na základě trochu jiné úvahy) jim existenci přisoudil a dostal se tímto krokem k nespočetnému nekonečnu. Učinila tak i většina dalších matematiků. Když tak ale neučiníme, svět matematiky se zhroutit nemusí.
Další nekonečna

Existují tedy alespoň dvě velikosti (mohutnosti) nekonečna – „malé“ spočetné a „velké“ nespočetné. Existují však ještě jiná nekonečna? Kde je hledat? Jak si všiml už Aristotelés, v reálném světě kolem nás by to bylo marné. Jak je tedy konstruovat ve světě ideálním, matematickém? Asi první, co nás napadne, bude zkoumat geometrické útvary o více dimenzích, tedy počty bodů v rovině, nebo v celém prostoru. Tedy „nekonečno na prvou“ (přímka, úsečka) by mělo být menší než „nekonečno na druhou“ (plocha, rovina) a to zase menší než „nekonečno na třetí“ (těleso, prostor) atd. 

„Vidím to, ale nevěřím tomu“, těmito slovy reagoval Georg Cantor na to, co se mu podařilo dokázat. Od roku 1871 se pokoušel dokázat, že čtverec obsahuje více bodů než úsečka. Zdálo se to tak nepochybné, že mnozí matematikové považovali důkaz za zbytečný. Vždyť geometrické útvary různých dimenzí nelze na sebe promítnout, tj. vzájemně jednoznačně zobrazit! V rozporu s geometrickou intuicí a „zdravým rozumem“ Cantor takovéto zobrazení zkonstruoval. Ve čtverci i na úsečce by měl tedy být stejný počet bodů! 
Pro naznačení důkazu si vybereme úsečku délky 1. Jak už víme, na délce (v Cantorově přístupu) nezáleží. Body na ní budeme charakterizovat souřadnicí x, která nabývá hodnot 0 až 1. Dále si zvolíme jednotkový čtverec, body čtverce budeme popisovat dvojicí souřadnic a, b, obě také z intervalu 0 až 1. A nyní se budeme držet Cantorova návodu a vytvoříme vzájemně jednoznačné přiřazení bodů úsečky a čtverce. Pro podobnost se zdrhovadlem jsem nazval tento postup „Cantorovým zipem“:
V našem čtverci si zvolme libovolný bod P(x, y) o souřadnicích x, y. Souřadnice tohoto bodu si můžeme v desítkové soustavě zapsat takto:

x = 0,x1x2x3 ...,

kde x1, x2, x3 jsou číslice od 0 do 9. Podobně souřadnici y: 


y = 0,y1y2y3 ...
Nyní vytvoříme nové číslo a = 0,x1y1x2y2x3y3.... Toto číslo, vzniklé vzájemným „zazipováním“ čísel x a y, je k nim jednoznačně přiřazené a můžeme jej považovat za souřadnici jistého bodu A na jednotkové úsečce. Naopak, zip můžeme rozepnout a každému bodu a na úsečce můžeme přiřadit jeden bod ve čtverci. Tímto způsobem Cantor dokázal, že existuje vzájemně jednoznačné přiřazení (bijekce) bodů úsečky a čtverce. Na úsečce je tedy stejně bodů jako v rovině! A takto zazipovat můžeme i libovolný počet souřadnic!

Situace bude názornější, když vyjdeme z jakéhosi informatického přístupu. V reálném případě máme souřadnice nějakého bodu (umístěného v jednotkovém čtverci 1 x 1) dané přibližnými hodnotami, neúplnými čísly. Následující tabulka na příkladu ilustruje, že pokud jsou souřadnice bodu x, y známy na n platných cifer, pak příslušející bod na úsečce a (který vznikl „zazipováním“ souřadnic x a y) je určen s přesností na 2n platných cifer. Jeho poloha je dána dvakrát přesněji − informace o poloze se tedy neztratila. (Díky tomu je možný i obrácený krok − zpětné zobrazení.) Pokud zvyšujeme přesnost zadání souřadnic ve čtverci, přesnost umístění korespondujícího bodu na úsečce se zvyšuje také a je vždy dvojnásobná. Tedy, převedení dvou nezávisle proměnných veličin na jednu vede ke zdvojnásobení její přesnosti. Při nekonečné přesnosti zadání polohy bodu se však rozdíl setře, protože dvě nekonečna jsou jedno nekonečno (v rámci Cantorova přístupu). Tato přesnost je ovšem v praxi nedosažitelná.

	
	1
	2
	3
	4

	x
	0,3
	0,34
	0,345
	0,345 1

	y
	0,7
	0,72
	0,721
	0,721 8

	a
	0,37
	0,374 2
	0,374 251
	0,374 251 18


Z výše uvedeného tedy vyplývá, že stejně nekonečný je počet bodů na úsečce, přímce, na čtverci, v rovině, v krychli i v celém prostoru. Dokonce stejně bodů je i ve vícerozměrném prostoru. 

Cantorova věta a babylonská věž
 nekonečen

Po objevu dvou velikostí nekonečna a po důkazu, že na počtu dimenzí nezáleží, si Cantor položil otázku, zda mohou existovat nekonečna ještě jiných velikostí (mohutností). 

Když vezmeme množinu všech podmnožin určité množiny – tzv. potenční množinu – má tato množina vždy vyšší mohutnost, než množina původní. Platí P(N) = 2N, kde N je mohutnost původní množiny, P(N) je mohutnost množiny potenční. To platí pro množiny konečné a Cantor dokázal, že to platí i pro množiny nekonečné. To, že existuje potenční množina i v případě nekonečné množiny, není opět žádným přírodním zákonem, ale je to axiom, tedy naše rozhodnutí.

Potenční množiny a kombinatorická exploze
Pokud lidé chtějí vystihnout, že něco je velmi veliké, dají tomu přívlastek „astronomický“. Málokdo si však uvědomí, že mnohem větší čísla lze snadno získat kombinací malých čísel. Oblíbený trik sázkových kanceláří: „Stačí jen uhádnout pět čísel ze čtyřiceti a milion je Váš“. Zrada je v tom „jen“, před vámi totiž leží skoro 3 miliardy možností! (Takže kdybych chtěl mít výhru jistou a sázka stála jen korunu, musel bych vsadit 3 miliardy!) Z matematického hlediska jde o to vybrat jednu z pětiprvkových podmnožin z množiny o čtyřiceti prvcích. A ty 3 miliardy jsou jen malou podmnožinou množiny všech podmnožin, tedy množiny potenční! Příklad „kombinatorické exploze“ si můžeme ilustrovat na malých množinách:
	N počet prvků množiny 
	P(N)počet prvků množiny potenční

	1
	21 = 2

	2
	22= 4

	3
	23 =8

	10
	210 = 1024

	20
	220 = 4 194 304

	40
	240 = cca 18 bilionů


Cantor pak dokázal, že oním potencováním lze vytvářet stále větší a větší množiny. Škála mohutností nekonečných množin je tedy podle Cantora nekonečná, proces potencování množiny lze neustále opakovat. Existuje tedy nekonečná řada velikostí nekonečna, jejíž členy odpovídají jednotlivým potenčním stupňům:

N < P(N) < P(P(N)) < P(P(P(N))) < ...

Vzpomeňme si na hotel Nekonečno. Zůstal jsem dlužen odůvodnění poslední podivuhodné vlastnosti tohoto hotelu: Šlo o to, že majitel požádá zaměstnance, aby sestavili seznam všech možných kombinací obsazení hotelu. Nebylo to však uskutečnitelné ani za předpokladu, že tento seznam bude nekonečně dlouhý. Nyní už by to mohlo být zřejmější: Pokojů je spočetně mnoho – jsou očíslované přirozenými čísly. Možné kombinace obsazených pokojů představují podmnožiny z množiny všech pokojů. A těch je podle Cantorovy věty nespočetně, nelze je číslovat, tj. nelze z nich vytvořit žádný seznam. 
Existuje tedy nekonečný počet mohutností nekonečna, nekonečně nekonečen, nekonečně mnoho kardinálních čísel. Táhnou se až do nejvyšších míst, do Absolutna. Tak to alespoň chápal sám Cantor. A toto Absolutno je mýtickou matkou všech nekonečen. Jeho božský charakter způsobuje, že je naší myslí a matematickými prostředky nezachytitelné… Cantorova představivost se tak navrací k mýtu.
Cantorova věta tvoří nepostradatelnou součást jeho teorie množin. Měli bychom si však znovu uvědomit, že nejen Cantorova věta, ale celá Cantorova teorie nepopisuje nijaký přírodní fakt. Stojí na určitých předpokladech, které byly v následujících etapách vývoje formulovány jako axiomy. Jde především o axiom existence nekonečné množiny a axiom existence množin potenčních. I když axiomy bývají považovány za „samozřejmé“, nejde o fakta, ale jen „rozumné“ domněnky. Co ale znamená „být rozumný“? Navíc v nekonečném oboru, kam náš rozum nesahá a se kterým nemáme ani žádné zkušenosti? 

Nicméně většina matematiků považovala Cantorovu větu za „rozumnou“, a tak když se teorie množin podbudovávala systémem axiomů, byla její platnost respektována. Bylo vybudováno hned několik systémů axiomů, které byly podloženy pod Cantorovu stavbu jako její základy. Tyto systémy axiomů zakládají různé „cantorovské“ teorie množin. Teprve v druhé půli dvacátého století se matematikové odvážili o těchto axiomech zapochybovat. Vznikly tak nestandardní, necantorovské teorie množin. Jmenujme především Vopěnkovu Alternativní teorii množin,
 která je založena na odlišné soustavě axiomů.

Paradoxy Cantorovy teorie

Cantorova teorie pojem nekonečna jistým způsobem dotvořila. Všechny paradoxy však nezlikvidovala, sbírku paradoxů naopak rozmnožila. Jak věděli už Galileo a Bolzano, body na úsečce lze přeskupit tak, že vytvoří celou přímku. Cantor pak ukázal, že body ze čtverce lze seřadit do úsečky a naopak. Dokonce body z celého vesmírného prostoru se mohu natěsnat na malou úsečku a naopak úsečku promítnout do celého kosmu. Avšak objevily se podivnosti ještě podivnější.

Paradox Banachův a Tarského

V roce 1924 byl publikován paradox Banachův a Tarského. Spočívá v tvrzení, že plnou kouli lze rozdělit na pět dílů tak, že jejich posunutím a otočením vzniknou dvě plné koule, dokonce stejně veliké jako ta původní! Zdá se to neuvěřitelné. To, že se geometrická míra (např. délka úsečky, obsah, objem) při rozkladu na body nezachovává (ztrácí smysl), jsme už viděli a možná si i na to zvykli, např. když jsme na sebe promítali různě dlouhé úsečky. Tady ale nejde o nějaký nekonečný rozklad, rozkládá se jen na pět částí! Čtenář však marně hledá obrázek, jak se to dělá. Nejde to nakreslit, příslušné díly jsou totiž extrémně podivné. Nejen, že jsou ve fyzickém světě nerealizovatelné, ale není je možné ani nakreslit či jinak zviditelnit. Díly nemají ani objem v běžném slova smyslu, jde o neměřitelné množiny – nekonečný počet bodů totiž mírou být nemůže. Jsou v pravém slova smyslu nekonkrétní, tj. nesrostité, body jsou „nějak rozházené v prostoru“. Tento rozklad nelze ani popsat. Jeho existenci lze pouze dokázat.

Ony zmiňované „možnosti udělat“ z koule úsečku, z úsečky celý prostor, z jedné koule dvě apod., fungují jen v ideálním matematickém světě a pro fyzický svět z nich zhola nic užitečného, ani neužitečného, neplyne. „Měrou jejich existence“ je člověk – v tomto případě matematik. Matematik, který se už zcela pohroužil do svého vykonstruovaného „ráje“ a vzdálili se od světa, odkud vzešel, od světa kolem nás, od světa zkušenosti.

Posel Boží

Základní myšlenky teorie se zrodily v jediné hlavě. Patřila Georgu Cantorovi. Narodil se v Petrohradu, avšak už v dětství se s rodiči přestěhoval do Německa. Díky otci se stal horlivým luteránem. Už ve svých 34 letech byl jmenován řádným profesorem na univerzitě v Halle. Avšak Cantorův život měl i stinnou stránku. Trpěl manickými a depresivními záchvaty (bipolární afektivní porucha) a musel být opakovaně hospitalizován. Jeho psychická porucha často vymaňovala jeho úvahy z kontroly kritického rozumu. Rozvíjel např. hypotézu, že skutečným autorem Shakespearových her byl Francis Bacon. Studoval díla církevních otců, svobodné zednářství, vážně bral rosenkruciánství a theosofii. To mu pomáhalo překonávat deprese. V roce 1899 se v důsledku rodinné tragédie opět ocitl na neurologické klinice. (Záhy po sobě mu umřela matka, mladší bratr i jeho nadaný syn Rudolf.) Chce zanechat matematiky a žádá o místo knihovníka. K žádosti připojuje poznámku, že přišel na zajímavé poznatky o prvních anglických králích, které by vyděsily anglickou vládu. Pokud by mu nebylo vyhověno, dá se coby rodilý Rus do služeb cara. Výmluvný doklad jeho duševních zmatků. Po další hospitalizaci v roce 1905 zase překvapil své okolí tvrzením, že „shůry se mu dostalo vnuknutí, aby opět studoval Bibli bez předsudků a s otevřenýma očima“. Naposledy byl přijat na kliniku v květnu 1917. Umírá v lednu 1918. 

Sám Cantor byl svým úspěchem tak zaskočen, že se domníval, že jeho teorii mu vnukla „mocnější energie“ – Bůh. Postupně nachází Boží zásahy v celém svém životě. Po celou svou profesní kariéru působil na druhořadé univerzitě v Halle. Neustále však usiloval o místo na prestižnější univerzitě v Göttingen nebo Berlíně. Intriky jeho nepřátel – matematiků však jeho plány hatily. Děkuje nakonec Bohu, že se nedostal na lepší univerzitu a mohl se tak v závětří provinční univerzity věnovat nejen matematice, ale i theologii. Matematikou se pokouší odhalit existenci Boha, kterému náleží ono Absolutno, nejvyšší, lidskou matematikou nezachytitelné nekonečno.

Kdybychom se sebevíce snažili vidět nekonečné množiny Božíma očima, tak stále jen vidíme očima lidskýma, a to znamená, že nevidíme je, ale něco jiného.

Petr Vopěnka

Nekonečno, nadpřirozeno a Bůh

Představa nekonečna bývala tradičně spojována s nadpřirozenem a Bohem. (Nicméně pojem „nekonečno“ nebýval příliš jednoznačně vymezován.) Od sv. Augustina po Georga Cantora a Richarda Dedekinda vystupoval Bůh dokonce jako ručitel existence aktuálního nekonečna. Později se „Bůh“ ukryl do systému axiomů, kterými byla teorie množin podbudována. Matematikové si ovšem dlouho jasně neuvědomovali, že to byla jen naše lidská představa Božích znalostí a schopností. A když si tyto schopnosti přisvojovali, jakoby zapomněli na biblické varování před zakázaným ovocem božského poznání. Teprve ve dvacátém století si matematikové jasně uvědomili, že tato představa je zbytečná, možná i škodlivá. Bůh v matematice nemá místo, ať už existuje nebo ne. Matematika není odnoží theologie. Měrou existence je i v matematice člověk – smrtelník. Veškeré poznání je omezeno lidským obzorem – horizontem. A právě abstraktně pojatý pojem horizontu je ústřední myšlenkou Vopěnkovy Alternativní teorie množin. Teorie, která pojímá skeptičtějším způsobem samo nekonečno. Teorie, která nepřipouští paradoxy typu Tarského – Banachova paradoxu, teorie, která popisuje množiny jednodušeji a „lidštěji“. 
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� 	Prof. Petr Vopěnka (1935-2015) byl významný český matematik, logik a filosof matematiky. 


�	Umisťující platónskou říši idejí (zde matematických jsoucen) do Božího intelektu.


�	Racionální čísla nazýváme taková čísla, která se dají zapsat jako zlomky. Jejich desetinný rozvoj je periodický.


�	Reálná čísla mají obecně jakýkoli desetinný rozvoj.


�	Metafora babylonské věže převzata od Petra Vopěnky.


� 	Píšu s velkým „A“. Bylo totiž vytvořeno více alternativních teorií (viz Holmes). Sám Vopěnka používá většinou malé počáteční písmeno. (V nejnovějších pracích pak přejmenoval teorii na „Novou“.)


�	Vopěnka, Horizonty nekonečna, str. 50





